Erste Mathematikklausur in Jgst. Q1/1, Kurs G4 Name:
Fachlehrer: Herr Tons Datum: 12.11.2019

+++++++ Hilfsmittelfreier Teil +++++++
(Zeit fiir diesen Teil: maximal 30 Minuten)

Aufgabe 1: Funktionsuntersuchung (22 Pkt)
Gegeben ist die Funktion f(x) =x* - 6x> + 9x + 1
a) Erstelle eine Monotonictabelle fiir die Funktion.

(Zur Kontrolle: f steigt in J-o0 ; 1] , dann sinkt sie in ]1;3[, dann steigt sie in ]3; o[ )
Losung: Fiir eine Monotonietabelle benotigt man die erste Ableitung und deren Nullstellen:

{Cx):xg- bxt + 9x +1 /Uuusf(ﬂeu von "F!-'
fo =3-12x +9 fler=o0
Foo=6x-12 L R o

(= xt—Y4x +3=0
= x = v X=73
Damit wissen wir, dass diese x-Werte "Begrenzungen" fiir (mogliche) Monotoniewechsel sind:
wtervall J-o8; 1[ 12 13 / +o0 [
Xo 6 & 4
£l 9 -3 9
Mb’lﬂ’hntt(_ el A ~7

b) Berechne die Extrempunkte der Funktion f

Verwende fiir die hinreichende Bedingung die Ergebnisse aus Aufgabenteil a)
Lésung: Die notwendige Bedingung zur Bestimmung von Extrempunkten ist die Suche nach
Nullstellen von f'. Dieses Problem wurde ja schon in Aufgabenteil a) gelost, d.h. wir konnen direkt
schreiben. Selbst wenn man a) nicht richtig geldst hat, darf man aber das Kontrollergebnis aus der
Aufgabenstellung benutzen: Wir wissen damit ndmlich, wo die Nullstellen von ' liegen:

Potw.Bed.: f'y=0 > x=1 v xX=3

Fiir hinreichende Bedingung diirfen wir auch Aufgabenteil a) nutzen. Selbst wenn man a) nicht
richtig gelost hat, darf man aber das Kontrollergebnis aus der Aufgabenstellung benutzen. Wir
wissen also, in welchen Intervallen die Funktion steigt oder fillt, d.h. wir wissen auch, dass an den
verddchtigen Stellen in HP bzw. TP liegen muss:

H.B: siehe Mouwstouie fobelle ©  Max, bel x =4
_ Miv. bei X =3
Fiir Extrempunkte sind aber auch noch die y-Werte erforderlich. Dafiir muss man einfach die
entsprechenden Funktionswerte einsetzen:

V-tderler, $V=A4-¢ +2+4 =5 6 TP (2)1)
fQR)=22-04+2% +1 =1 HP (115)

¢) Begriinde, ob die Funktion achsen- oder punktsymmetrisch ist.
Losung: Das Kriterium fiir Symmetrie bei ganzrationalen Funktionen kennen wir: Man
argumentiert tiber alle Exponenten von x.
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d) Gib das Fernverhalten der Funktion an.
Losung: "Gib an" bedeutet: nur Ergebnis hinschreiben. Dazu muss man natiirlich wissen, wie man
so etwas richtig notiert. In diesem Fall:

fo X2 foo X222 —oo

>+ oo

e) Begriinde durch Rechnung: Es existiert keine Tangente an f mit der Steigung m =-21 .

Lésung: Wenn man die Worte "Tangente an " liest, dann muss man sofort auch an f' denken, denn
die Ableitungsfunktion ist doch nichts anderes als die Steigung der Tangente an f bei einem
bestimmten x-Wert. Mathematisch gesprochen ist hier also verlangt: Weise nach, dass die Ableitung
von fniemals den Wert -21 annimmt:

£'oo ] -21 &= 3F-12«+% =-21
® xF_4x+3 =-7
© x* -uc+w =0 | P? Toruef

& x=.2=x Y —10"

e et

Da es keine Losung gibt, ist der Nachweis gelungen.

Aufgabe 2: ,,Rutsche* (8 Pkt) X
In einem Koordinatensystem soll eine ,,Rutsche L«.,.
entworfen werden, welche aus einem Geradenstiick e
(gepunktet dargestellt) und einem Parabelstiick 1 e,

(durchgezogenes, gebogenes Stiick am Ende) besteht.

Fiir das Parabelstiick gilt:

»
b
b
b
.
*

J

p(x)="ax*—2-x+4 firxe[3;4]
a) Bestimme den y-Wert und die Ableitung von p an der Stelle x = 3 (also p(3) und p'(3) ).

Losung: Den y-Wert von p bestimmt man durch Einsetzen des entsprechenden x-Wertes in die
Funktion. Die Ableitung von p an einer Stelle bestimmt man durch Einsetzen des entsprechenden x-
Wertes in die Ableitungsfunktion. Wir bestimmen also zundchst die Ableitung und bestimmen dann
die beiden gefragen Werte:

Pea=Tx"=Ix +4 p(z)=7-3%-23+% =

:[.3

—-C+Q:‘,f—

prI=Lx —2 PG3)=%3-2 = ~0F

b) Bestimme die Gleichung des gepunkteten Geradenstiicks.
Hinweise: Das Geradenstiick soll sich natiirlich ohne ,,Liicke* und ohne ,,Knick® an der
Stelle x=3 an den Parabelbogen anschlieB3en!
Losung: Wir suchen eine Gerade. Daher muss man wissen, wie eine Gerade im Allgemeinen
aussieht. Eine Gerade hat eine Steigung und einen y-Achsenabschnitt. Diese konkreten Werte
miissen wir finden. Die Steigung wurde schon in Aufgabenteil a) bestimmt, dies ist die Ableitung an
der Stelle x=3. Was fehlt, ist der y-Achsenabschnitt. Da wir wissen, dass die Gerade durch den
Punkt (3] Y4) verlduft (siehe Teil a) konnen wir einfach diesen Punkt in die Gleichung mit dem noch
unbekannten y-Achsenabschnitt b einsetzen:



A“%LWIA«C"I{_ Gercto(cu«(-"orm : 8Cx> = pmx + &

?]('3)2 %’ vl g.'(‘g):: - 5". =D vn = - s
Alse -0,S3 + b = % Ao gex)= —Ofx + 175
=) o = 1,7%

Erste Mathematikklausur in Jgst. Q1/I, Kurs G4
Fachlehrer: Herr Tons Datum: 12.11.2019
Zeit: Insgesamt 2 Schulstunden . Es werden 30+60 Punkte vergeben.

Hinweise zu den Operatoren:

* Die Formulierung "Gib an" bedeutet, dass nur das Ergebnis ohne Erkldrung verlang ist.

* Die Formulierung "Bestimme" bedeutet, dass notiert werden muss, wie das Ergebnis lautet und
wie man darauf kommt. Dabei darf auch z.B. das Grafikmenii benutzt werden.

* Die Formulierung "Bestimme rechnerisch" bedeutet, dass alle Berechnungsansdtze notiert werden
miissen, wobei die eigentliche Berechnung aber mit dem GTR erfolgen darf-

Aufgabe 3: Extremwertaufgabe (15Pkt)
Wie im Unterricht soll auch diesmal eine Ia
rechteckige Ziegenwiese an einem Fluss
abgezdunt werden, wobei an der Uferseite

kein Zaun bendtigt wird. Nutzflache N
AulBlerdem ist ein 5 Meter breiter Streifen

(schraffiert) am Ufer nicht als Weideland W
nutzbar. / /

SchlieBlich befinden sich rechts und links — Fluss —

von der Wiese Karottenfelder, welches die

Ziege dazu veranlasst, den Zaun an beiden "a-Seiten" (nicht aber an der "b-Seite") stindig zu
attackieren. Der Bauer entschliefit sich deswegen dazu, auf beiden "a-Seiten" den Zaun doppelt zu
installieren, so dass die bendtigte Zaunlidnge entsprechend steigt.

Es stehen 100m Zaun zur Verfiigung. Damit soll das rechteckige Gebiet eingezidunt werden.

—

a) Mogliche Werte fiir a und b (so dass die 100m Zaun kompett verwendet werden) sind a = 10m
und b = 60m . Berechne die fiir diese Rechteckmalfle entstehende Nutzfldche.

Losung: Das gesamte Rechteck (also Nutzfliche N plus schraffierte Uferfliche) berechnet sich

einfach mit der Rechteck-Fldchenformel "Rechteckfldche = Breite mal Hohe". Von dieser Fliche

muss aber die Uferfliche abgezogen werden, damit man die reine Nutzfldche erhdlt. Man rechnet:

Nutefliche = a«b = Sb= 1060 — 5 €0 = 200wm%

b) Es sollen nun die MafBe fiir a und b gefunden werden, welche die groBtmogliche Nutzflache
erzeugen. Weise nach, dass die Funktion N (a)= —4a” + 120a—500 eine Zielfunktion fiir
das Extremwertproblem ist.

Losung: Wenn man einen Nachweis erbringen soll, dann kann man nicht einfach das angegebene

Ergebnis benutzen und zeigen, dass das Zahlenbeispiel aus Aufgabenteil a) passt. (Das tut es

natiirlich, aber es ist kein Nachweis.) Man muss also selbst auf die Formel kommen. Man iiberlegt

sich, wie in Aufgabenteil a), dass man von der gesamten Rechteckfliche den schraffierten Uferteil
abzieht. Diese Formel hingt noch von a UND b ab. Aber es gibt ja noch die Nebenbedingung, dass
die Zaunlinge nur 100 Meter betragen darf. Nachdem man die Nebenbedingung (wie wir es immer
getan haben) ind die Zielfunktion eingesetzt hat, muss man noch soweit umformen, dass die

Funktion aus der Aufgabenstellung herauskommt. Dazu muss man Rechenregeln beherrschen!



Vutellsche = arb =56 ( 2ielfunletrom)
Yo +b =100 &= b = 100 =ta ( A}mlgﬁgﬁfuﬁunj)

Neb&nb&o&'haumﬁ einserew: Nea) = a. (100-%a) — 5 (100 ~4)
= 100a —4a?% — SO0 + 20a
==-4a* + 120a — 500

¢) Bestimme (also mit Hilfe des GTR im Grafikmenti, d.h. ohne Ableitungsbestimmung etc.)
den Wert fiir a, bei dem die Flache maximal grof3 wird. Gib ebenfalls den Wert fiir die maximal
grof3e Nutzfldche an und berechne schlieBlich den dazu passenden Wert fiir b.
Losung: Die in Teil b) angegebene Funktion N(a) liefert offenbar fiir jeden Wert fiir a die
entstehende Nutzfliche (d.h. die "x-Werte" der Funktion sind keine "x-Werte", sondern "a-Werte".
Und die y-Werte dieser Funktion sind Fldchenmafe fiir die Nutzfliche). Von dieser Funktion
ermittelt man das Maximum:

Maximour von Na) l{{ﬂ*{' et GTR kel

a =15 ound Mwis) = 400( Dih. olie woweimal (?m(&
Mutzfleche von LOOm*  wird 5 a = 15 m
unmod b = A00~-4.15 = 40w erecioht,

Um den Wert fiir b zu bestimmen, kann man entweder die Formel fiir die Nebenbedingung aus

Aufgabenteil b) benutzen. Oder man macht sich klar, dass man fiir die "a-Seiten" bereits 4-15m
verbraucht wurden, so dass fiir die "b-Seite" nur noch 40m tibrigbleibt.

Aufgabe 4: Steckbriefaufgaben (11Pkt)
a) Bestimme den Funktionsterm einer Parabel, welche durch folgende Punkte verliuft:
A(2]| -4) B(3|10) C(4)28)

Losung: In der Aufgabe steht "Parabel”. Wir suchen also eine quadratische Funktion!
z
/4”5) form™ POI=aX™ + bx + c_

I plz2)=—-% —> Ga +2b +c =Y a=2
r p=10 —> Ja+ 3b+ c=-10 [GIRIb=%
o pC4)=28 — 1éa + ¢b+ <« =22 c=-20

Also pod= 2Zx* ¢ 4x —20

b) Bestimme den Funktionsterm einer Parabel, welche durch folgende Punkte verlduft:

A(0,5]5,5) und  Scheitelpunkt S(-0,5 | 3,5)
Losung: Hier sind fiir die quadratische Funktion nur zwei Punkte gegeben. Der zweite Punkt ist
aber ein Scheitelpunkt, d.h. beim Punkt S liegt ein Hoch- oder Tiefpunkt vor. Und an diesen Stellen
hat die Ableitungsfunktion den Wert Null! Aufserdem muss man bei den Minuszeichen aufpassen:
Wenn negative Zahlen quadriert werden, verschwindet das Minuszeichen! (Siehe Gleichung 2)

Allg . Form pox)=ax?+bx+c  vund pix)=Zax +b

% PLolg)z .S?S' m)%q -4—%54—.::__—.5‘,5' . =D
m p'¢-0S)=0 —> —a + p =O ==H

AMso P = %% 4 e + &



¢) Jemand versucht erfolglos eine Parabelfunktion durch folgende drei Punkte zu legen:

<o)

A(1,613) BR415) C (g
Begriinde, warum es keine Funktion durch diese drei Punkte geben kann!
Lésung: Wenn man sich die Punkte in ein Koordinatensystem zeichnet, oder das Gleichungssystem
aufstellt, sollte einem folgendes auffallen:

Die x—Wesle oles buukte A vl C <iwol M(SJ?
olen 4,5——-5_ . Die y-~ Wertle stuol jecloch uw{‘er‘-

schieellich ¢ Eine Fuuktiou lkauun 2v elvaeanc - Lt
Jeclod wiolY wn Trrcoh (eol e che \/—A)—E/ﬁe_ ézsvxfzm’

Aufgabe 5: Funktionenschar (15 Punkte)

Gegeben ist die Parabelschar f,(x) =x*>— 6ax +2  welche den Parameter a enthilt.

a) Bestimme die Ableitung von f, und berechne schlieBlich (unter Verwendung der notwendigen
und hinreichen Bedingung fiir Extrempunkte) den x-Wert des Scheitelpunkts der Schar in
Abhédngigkeit von a. (Zur Kontrolle: x =3a)

Losung: Fiir die Extrempunktberechnung (hier ist es ein Scheitelpunkt einer Parabel) spult man das

bekannte Rezept ab. Ableitung bestimmen, Ableitung gleich Null setzen und auflosen. Man muss nur

die entsprechende Vorsicht beim Parameter walten lassen.

Die hinreichende kann man ja sowohl mit f"" als auch mit einer Monotonietabelle erledigen. Da "

hier auflerordentlich einfach ist, benutzt man natiirlich diese datfiir.

Lox)=xP=bax + 2 £, (x)=2x = e ax)=2
VR far Bx, ¢ £00=0 ¢= 2x-6a =0 = x=3a
HE foc Ex | £ (B) =0 ovued £ (3a)=2 =D TP beix=34

b) Berechne den y-Wert des Scheitelpunktes und fasse so weit wie moglich zusammen!

Losung: y-Wert berechnen heifst: x-Wert aus Aufgabenteil a in die Funktion einsetzen. Hier muss
man wieder aufpassen, was genau denn quadriert wird: Wenn man fiir x nun 3a einsetzt, wird eben
(3a)? gerechnet, und nicht etwa 3a? (was etwas ganz anderes ist!):

'Fk(?)a) = (3‘2)1‘ b3 +2 = Ja* ~ 184> +2 = —9a2 +2

¢) Berechne einen Wert fiir a, so dass der Punkt P( 2 | —54 ) auf der Parabel liegt.
Losung: Ansatz: Man fiihrt eine Punktprobe durch. Diese gelingt nur fiir einen bestimmten Wert fiir
a. Anders gesagt: der Punkt P liegt dann auf der Parabel, wenn man als x-Wert die Zahl 2 in die
Funktion einsetzt und -54 herausbekommt:
F(2)=-54% & 2-6a-2+2=-5¢ & 6-12a =-5%
a
a =S
d) Entscheide begriindet, ob es einen Wert fiir a gibt, so dass die Funktion achsensymmetrisch ist.
Losung: Eine Aufgabe fiir Leute, die iiber den Tellerrand gucken konnen. Normalerweise enthélt die
Funktion ja den Teil "6ax", d.h. einen Teil mit "x hoch 1", so dass Achsensymmetrie eigentlich nicht
in Frage kommt. Aber:

Fer a=0 erhidlf mon odic achsen -
%lfwwu,H“isohc Funletion fotx)=x%+2



Aufgabe 6: Funktionsuntersuchung (11 Punkte)

Gegeben: f(x) = (x-2)* - x - (x+1)

a) Gib die Nullstellen der Funktion f an!

Losung: Die Anweisung "Gib an" weist erstens darauf hin, dass man einfach nur ein Ergebnis
hinschreiben muss. Deshalb kann es dafiir auch nicht wahnsinnig viele Punkte geben. Ausfiihrliche
Rechnungen sind hier also fehl am Platze. Auflerdem sollte man schon ahnen, dass — wenn man die
Funktion tatsdchlich erstmal ausmultiplizieren wiirde — irgendwas mit "x hoch 4" vorkommen wird,
was mit unseren Mitteln erstmal nicht so einfach zu erledigen ist. Das wiirde in eine Sackgasse
fiihren.

Man sollte aber direkt sehen, dass der Funktionsterm aus einzelnen Faktoren besteht! Und dass
dann der Satz vom Nullprodukt direkt anwendbar ist:

SvNP
-F(x):o &) xXx=2 VvV X=0 v x=-=A4

b) Weise durch Rechnung (ohne GTR-Hilfe) nach, dass gilt: f'(x) =4x>—-9x>+4

Losung: Was bei Aufgabenteil a) ein Vorteil war ( Funktionsterm aus einzelnen Faktoren ) ist jetzt
ein Nachteil, denn so wie f da steht, kénnen wir ihn nicht direkt ableiten. Wir miissen den Term also
in Normalform bringen, d.h. wir miissen nun tatsdchlich ausmultiplizieren.

Was natiirlich nicht gilt ist, sich durch schlaues zurechtlegen ein passendes f zur Ableitung ' zu
basteln. Man rechnet nun also:

o= (x-2)%x-(x+1) = ()(1-‘-(»)61‘—‘?)' (x%+ x)
= x1-4x3 + 4x* + x3 —qx* 4+ lux
- 2
= XI=BnTHUx Gud fle)= UxP o9k e

¢) Bestimme die Wendepunkte der Funktion! (GTR-Hilfe nutzen!)

Losung: Wenn man die Ableitung hat (ist in Teil b) angegeben) dann kann man auch schnell f"' und
f"" bestimmen. Bei der Notwendigen Bedingung fiir Wendepunkte sucht man die

Nullstellen von f". Diese kann man entweder fix ausrechnen (hier ists relativ einfach) oder man
ldsst sie vom GTR bestimmen (Grafikmenti, Nullstellen einer Funktion — hier von ")

Nach der Hinreichenden Bedingung muss man noch die y-Werte bestimmen. Dies macht man am
besten wieder im Grafikmenii mit der Trace-Funktion.

£lx) = 12x%- 18 £"x)y= 2¢x —18
JB 'F“(X)‘:o (.._:) =0 \(x:’{{S‘_
HB £Y0)=0 owd £“C0@D=-41% WP ke x=0
£ '@3)=0 vu £9015) =18 WP el x=15
arTRkR

Y-Werte v (010) vusl (45 ]093%S)



Aufgabe 7: Ziegenwiese am Teich (8 Punkte)
Bei dieser Situation mochte der Ziegenhirte die Wiese an der b
rechtwinkligen Ecke eines Teiches einzdunen. Die natiirliche Grenze
des Teichufers muss nicht abgezidunt werden, so dass - wie in der a
Abbildung ersichtlich - vier Strecken (jeweils mit a und b bezeichnet)
Zaun benétigt werden. Die Wiese hat an den Zaunecken nur rechte .~ ~- ~". b
Winkel. i R
a) Es steht 100 Meter Zaun zur Verfligung. Eine mogliche Wahl fir  _ ~ 7= 72 7
die Zaunléngen a und b sind: S
a=10 Meter und b =40 Meter.  Mit diesen Teich ~ -~ ["a
Abmessungen wire die Wiese 700m? grof3. -
Gib ein weiteres Zahlenbeispiel an (also Werte fiir a, b und die Fléache)!

—_— -

Losung: Wenn schon ein Zahlenbeispiel da steht, ist es sicherlich dafiir gedacht, dass man es
ersteinmal nachvollzieht. Zundichst sollte man sich klarmachen, dass die Zaunldnge des
Zahlenbeispiels wirklich 100 Meter betrdgt. Auf die 700m? kommt man entweder mit der Idee aus
der Musterlosung (schraffiertes Quadrat vom grofsen Quadrat abziehen) oder wennm an die
Wiesenfliche in zwei Rechtecke zerlegt. In jedem Fall muss man sich klarmachen, dass jede
Wiesenseite am Teich die Ldnge (b-a) haben muss.

o= 20m b =% Fliche = b%= B-a) = S0Om*
o= 5 m b=45 m Flecche = = 425m>
A =45 ma b= 35 wua Flaoke = 7Sn?

b) Wie immer soll nun eine Kombination von Werten fiir a und b gefunden werden, so dass die

entstehende Wiese maximal grofl wird. Ermittle eine Zielfunktion flir dieses Extremwertproblem.
Losung: Wie immer bei Extremwertaufgaben bendtigt man eine Zielfunktion und eine
Nebenbedingung, die man schlieflich in die Zielfunktion einsetzt. Die Zahlenbeispiele aus Teil a
sollten auf die Ideen fiir Teil b vorbereiten.

sehraf{fierfes

Fleo = b*— (b-a)* o Quaclrat!
Nehewkesli:  2a + 2b = 100 o7 ol
=3 o= 50-b
z'ibl‘tu...%b’h v Fle) = b*- (.b—(s'f:)-—l:‘))’L
( Extremone wo¥ G R b= 33 ;'i Fld che= 83'3("2 )

Viel Erfolg!



